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水平荷载下桩的可靠性分析  
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摘  要：由于桩及桩周土的材料性能参数的不确定性，桩的响应也是不确定的。在考虑桩的水平荷载、桩周土反力及桩的刚

度等不确定因素情况下，采用一阶可靠度分析方法对水平受荷桩的最大弯矩及桩顶的最大位移进行了可靠性分析，进 而，

考虑分布参数的不确定性，用点估计法预估桩的失效概率，对给定的 p-y 曲线进行桩的可靠性分析。研究表明，在失效概率

相对较低的情况下，水平荷载下基桩的失效概率与随机变量的分布类型假定有较大关系，随机变量分布参量的不确定性只会

对桩的失效概率产生较小的影响。 
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Reliability analysis of laterally loaded piles 
 

HONG Ping1, HONG Han-ping2 

(1. Department of Civil Engineering, Nanchang Institute of Aeronautical Technology, Nanchang 330034 , China; 
2. Department of Civil and Environmental Engineering, University of Western Ontario, Ontario, N6A 5B9) 

 

Abstract: Since the material properties of the pile and the soil surrounding the pile are uncertain, so the responses of pile are 
uncertain too. Reliability analysis of the responses such as the maximum bending moment in the pile and the pile head displacement 
were presented. The analyses of responses of pile were obtained by discretizing the pile as beam elements and by using the p-y curve 
to represent the soil resistance. Reliability analyses of laterally loaded pile were carried out using the first order reliability analysis 
method by considering the uncertainty in horizontal loading, the soil resistance and the stiffness of pile. Further, the effect of the 
uncertainty in the probability distribution parameters on the estimated failure probability was investigated using the point estimate 
method. The numerical results for the considered examples seem to suggest that the influence of the uncertainty in the probability 
distribution parameters on the estimated reliability is not very significant. 
Key words: p-y curve; reliability; probability; displacement; maximum bending moment 
 

1  前 言 

桩身受荷与水平变位之间的关系为非线性的，

我们一般用 p-y 曲线来表示这种非线性关系。很多

学者[1]基于有限差分法和有限元方法，建立了考虑

这种非线性关系预估水平荷载下基桩响应的方法。 
由于水平荷载、桩的刚度及桩周土的反应皆为

不确定因素，因此，水平荷载下桩的响应也是不确

定的。Vanmarcke [2]和以后的一些学者提出了土体概

率特征和随机过程模拟的模型。其中有的模型用包

含均值项和波动项来模拟土体特性的随机过程。一

般来说，在考虑随机过程的情况下可靠性分析是非

常复杂的，因为，它需要考虑到超越概率的问题。

为了简化水平荷载下桩的可靠性分析，通常可用随

机变量代替随机过程来表示不确定因素[3, 4]。文献[3, 
4]表明，考虑这些不确定因素对研究水平荷载下桩

的响应非常重要。文[3]的分析是基于随机变量的两

次矩来进行的；文[4]考虑随机变量为正态分布，同

时应用响应面方法进行可靠度分析。尽管响应面方

法在可靠度分析中有许多优点，但它的准确性有赖

于其插值点是否合适[5]，值得研究。 
本文着重于研究水平荷载下桩的失效概率预

估。虽然桩周土的特性应认为是随机过程，但为了

方便起见，我们仍假定它可用随机变量来表示。当

所考虑随机变量的值为已知时，桩的最大弯矩及桩

顶的最大位移的计算将采用有限元法。桩体将用梁
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单元反映, 桩土间的相互作用将由非线性弹簧表

示。由于很多研究表明，一阶可靠度分析方法实用

范围非常广泛且能提供足够的精确度，因此，本文

将用这种方法来对桩的最大弯矩及桩顶的最大位移

进行可靠性分析。再之，桩周土的材料性能的概率

分布参量一般是不确定的，本文也对这一不确定性

对桩的可靠性影响作了分析。下面将给出预估水平

受力桩失效概率的详细分析过程和公式。在数值分

析中采用桩顶容许位移和桩的最大弯矩作为桩的两

个破坏准则。 

2  水平荷载下桩的可靠性分析 

2.1  可靠性分析 
桩在水平受力下的水平位移可由下式表达： 

0) ; ,(4

4



 uzyp

z
ys             (1) 

式中 s = EI 即桩的抗弯刚度，E 为桩的横向弹性模

量，I 是桩截面的惯性矩，y 是桩的水平位移， 
) ; ,( uzyp 表示桩周土的荷载-位移的非线形关系，

其中 u 为一不确定矢量 U 的值。U 包括多种因素，

例如：土体的初始刚度、土的最大反力等。 
如果给定 U 的值 u、桩的抗弯刚度 s 和作用在

桩上的水平荷载 p0，求解式(1)可用有限元方法，化

为求解下面的非线性方程得到问题的解 
0)() , ;( 0  ps 0FudR          (2) 

式中 R 矢量代表土体反力，F0 表示外荷载，它是

p0的函数，d 是桩身点的位移。 
由于桩的抗弯刚度、水平荷载 p0和 U 皆为不确

定，桩的响应也为不确定（例如 d）。这一问题可用

概率分析方法来解决。下面我们采用两个简单的破

坏准则来考虑桩的可靠性。它们分别为桩顶位移超

过某一给定值和桩身最大弯矩超过给定值，桩顶位

移和最大弯矩都是桩身点位移矢量 d 的函数。 
为了简化起见，让 X 为包含所有应考虑的随机

变量的一个矢量符号， ) ,(dd xdgg  和 ) ,(mm xdgg 
分别表示桩顶位移准则和最大弯矩准则的极限状态

函数。其中 gd≤0 时，表示由位移准则判定的失效

区域，当 gm≤0 时，表示由最大弯矩准则判定的失

效区域。 
当给定 X 的概率密度函数 ) | (x axf 时（这里矢

量 a 是不确定概率分布参量 A 的某一个值），桩的

失效概率 )( | aafP 可以表示为： 


0    ) ,(
x | d) | ( )(

xd

xaxa
g

f fP a           (3) 

式中 当 ),(),( d xdxd   ggg  时，表示位移准则，当

),(),( m xdxd   ggg  时，表示最大弯矩准则。公式 (3) 
中的积分可以用 Monte Carlo 方法计算，也可以用

高效率的一阶可靠性方法来计算。一阶可靠性方法

是一种迭代法，由它可得出一个可靠性指标 [6]。而 
)( | aafP 是由 )()( |  aafP 给出的。在公式中 )(  

表示标准正态分布随机变量的分布函数。 
如果我们考虑基桩的失效是由于桩顶位移或桩

最大弯矩超过给定值时（至少违反了两个准则中的 
一个），那么桩的失效概率 )( | aafdmP 可由下式求出 

)0     ),((  )0     ),( | 0     ),((     

)0     ),(( 0     ),(( )(
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  a

gPggP

gPgPP 
  

 (4) 
)0     ),(( d xd  gP 和 )0     ),(( m xd  gP 已由公式 (3)给

出。条件概率 )0     ),((|)0     ),(( md xdxd   gPgP 可以

用下面的近似方法求得[7]。结果为： 
) (  ) ( ) (  ) (  )( mm|dmd | fdm ββββa  aP  

(5) 
其中 

2
2

1dm | d 1) ( CC           (6) 

)()( mm1  C ； )( m112  CCC ； )( 是标

准正态分布变量的概率密度函数 m
T

d rr 代表在

标准正态分布空间中两个极限状态函数之间的相关

系数。d和 rd表示用一阶可靠性分析方法对 gd（位

移准则）得到可靠性指标和敏感性系数矢量。m和 
rm则表示 gm（最大弯矩准则）下得到的可靠性指标

和敏感性系数矢量。 
上述方法也可用于基桩在多层土壤情况下，但

是随机变量的数目将增加，本文对此种情况将不作

进一步探讨。 
2.2  概率分布参量不确定时可靠性分析  

随机变量是由其分布类型和分布参量决定的。

因为一般随机变量U的分布参量A是由有限个样本

空间的数据经过统计分析而得来，这些参量也是不

确定值。这种不确定性也可在计算失效概率中通过

Bayesian 模型考虑进去。让 fA(a)表示 A 的联合概

率密度函数。X 的 Bayesian 分布 )(XB xf 可以表示

为： 


A

Aa|x |
D

fff aaaxx d)()()(XB         (7) 

式中 DA表示 A 的区域， )( ax |a|xf 是在给定 a 的值

下 X 的概率分布函数。上式可近似地表达为[8] 





M

j
jafj PPP

1
 | f )(a            (8) 

式中 N 是点估计方法中点的个数，aj表示第 j 点上

A 的值，Pj为 j 点上的概率。aj和 Pj都基于 A 的统

≤ 

≤ ≤ 

≤ ≤ ≤ 

≤ ≤ 
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计值而求出。例如：如果 A 中只有一个随机变量，

Am , A 和 A 分别表示 A 的平均值、标准差和偏态 
系数，则当 N 等于 2， jj ma  AA  ，  2/3 ,  Xi   

  2 
3 ,

3 21)1( /X
i   ，  /3

3)1( i
i

ip 
  2 ,1i [9]，

其 中    21)1(2 2
A

3
A //    j

j ，  21   

 23, 2/12 X 。把这些项代入式(8)中，则可得到在 

分布参数 A 不确定时的失效概率。 
注意，只有在比较特殊的情况下我们才知道概

率分布参数的概率分布。而在一般情况下，我们只

可求得这些参数的平均值和标准差的统计数据。因

为，平均值和标准差是从有限个样本中得到的，我

们计算出的这些平均值和标准差的的统计数据也存

在一定的不确定性。基于这种考虑，在下面的数值

分析中，我们考虑用分布参量 A 代表平均值和标准

差。 

3  算例及分析 

3.1  不考虑分布参量的不确定性的分析结果 
水平荷载作用下桩基的计算有多种 p-y 曲线模

型，我国有 m 法、C 法、K 法等单一参数法，目前，

仍有许多学者在做进一步探讨[10]。本文提出的可靠

性分析方法适合于各种 p-y 曲线，在本文的数值分

析中我们采用文献[4]给出下式： 











dzp
y

dzk
yzyp

)()(
1) ,(

ulth

     (9) 

式中 p(y, z) (kN/m) 是桩周土在深为 z 处的荷载-位
移关系；y (m)是水平位移；d (m)是桩的直径；土的

侧向弹性模量为： 
zkzk kh0h )(            (10) 

土的最大反力为 

zpzp ult0ultult )(            (11) 

在式(10)和(11)中，k0 (kN/m3) 和 pult0 (kPa)是地基表

面处的侧向弹性模量和最大反力； kh 和 ult 分别是

地基侧向弹性模量和反力沿深度的变化率。 
在进行数值分析时，以混凝土桩为例，桩径取

0.3 m，桩长为 15 m，在桩顶处受到 p0的水平荷载。

所用数据如表 1 所示。用有限元方法，桩采用 100
个梁单元，随机变量采用平均值，得到桩顶位移是 
0.046 m，桩的最大弯矩为 90.5 kN / m。这些值可以

作为桩顶位移和桩的最大弯矩的一阶近似平均值。 
考虑到桩顶位移d (x)大于给定的位移值 ds桩将

破坏，这样，极限状态函数 gd 可以表示为： 

)(sd xddg              (12) 

注意到在文献[4]的概率分析中，随机变量是假

设为正态分布的。如将表1中所有的随机变量都作为

正态分布，给定不同ds值，按本文给出的计算过程

和式(12)所得桩的失效概率见图1。 
为了进一步研究不同的概率分布类型对可靠性

的影响，注意到表 1 中的所有随机变量都为非负数，

因此，有理由将随机变量作为对数正态分布，再次

用以上方法进行计算，得到的结果也在图 1 中表示。

比较图 1 中的结果可以看出：在给定的桩顶极限位

移接近于在不考虑任何不确定性用有限元计算的桩

顶位移均值时（即 0.046 m），分布类型的不同对桩

的可靠性影响并不明显，然而，如果极限位移 ds远

大于 0.046 m，则失效概率的大小受概率分布类型

的假定影响很大。进一步研究分布类型的影响显示，

水平荷载为 Gumbel（耿倍尔）分布，同时保持其它

随机变量为正态分布或正态对数分布时，计算所得

的失效概率同样在图 1 中表现出来。结果显示，当

其它随机变量为正态分布时，水平荷载的分布假定

将明显影响预估失效概率的结果。 
 

表 1  桩的统计数据 
Table 1  Statistics for the piles 

变量名 均值 变异系数 
S / kN·m2 20 000 0.10 
k0 / kN·m3 7 000 0.20 

kh / kN·m4 200 0.20 
pult0 / kN·m2 700 0.25 

ult / kN·m3 30 0.25 
P0 / kN 100 0.3 

 

基于基桩最大弯矩的破坏准则：基桩的最大弯

矩 m(x)是否超过给定的最大弯矩 ms，即 mg  
)(s xmm  进行类似的分析，得到的结果见图 2。从

图中可以看出，图 1 所得的结论对图 2 也同样实用。 
 
 

 
图 1  基于桩顶位移准则的失效概率 

Fig.1  Probability of failure based on the pile head 
displacements 
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图 2  基于最大弯矩准则的失效概率 

Fig.2  Probability of failure based on the maximum 
bending moment 

 
同时考虑桩顶位移及桩的最大弯矩两个准则，对

一系列的 ds 和 ms 得到的失效概率见图3，4所示，通

过图3a 和图3b 我们可以看出：在低失效概率水平下，

对随机变量作出正态分布假定或对数正态分布假定

将明显影响失效概率的预估结果。计算中可以看出， 
两个极限状态间的相关系数 ( m

T
d rr )是非常高的。

而且，当 )0      ),(( m xd  gP 明显大于 )0      ),(( d xd  gP
时， )(|fdm aaP 的值接近 )0      ),(( m xd  gP 的值；当

)0      ),(( m xd  gP 的值较 )0      ),(( d xd  gP 小许多时，

)(|fdm aaP 的值与 )0      ),(( d xd  gP 接近。 
 
 

 
图 3  随机变量为正态或对数正态分布 

Fig.3  All random variables are normal or lognormally 
distributed 

 

 
图 4  p0为 Gumbel 分布其余为正态或对数正态分布 

Fig.4  All random variables are normal or lognormally 
distributed except that p0 is Gumbel distributed 

 

因为，在桩-土系统中水平荷载、刚度和抵抗力

等随机变量皆有非负定义，对水平荷载进行对数正

态分布假定或 Gumbel 假定都得到相似的失效概

率。因此，在下面的分析中，将所有的随机变量都

假定为对数正态分布。为了研究表 1 中 6 个随机变

量及各随机变量变异系数对失效概率影响的相对重

要性，我们考虑让 ds = 0.12 m 且 ms = 210 kN / m，将

表 1 中一个随机变量的变异系数一直变化到 0.5，同
时保持其它随机变量的变异系数不变的情况下，所

得结果用图 5，6 表示。结果显示：在桩顶位移破坏

准则下，对失效概率的影响能力从大到小依次为 p0, 
k0, pult0, s, kh和ult的变异系数；在桩的最大弯矩破坏

准则下依次为 p0, pult0, k0, s, kh和ult的变异系数。综

合考虑以上两种情况kh 和ult 的变异系数对失效概

率的预估结果非常小。 
 

 
图 5  变异系数对失效概率的影响（基于桩顶位移） 

Fig.5  Effect of the coefficient of variation on the probability 
of failure based on the pile head displacement 

 

 

图 6  变异系数对失效概率的影响（基于最大弯矩） 
Fig.6  Effect of the coefficient of variation on the 

probability of failure based on maximum bending moment 

 
为确定 k0和 pult0的相关系数kp 及kh 和ult的相

关系数对桩的可靠性的影响，在保证表 1 中其它

随机变量和变异系数不变的情况下，改变kp和的

值进行敏感性分析。所得结果见图 7，8。结果显示：

kp对桩的失效概率的预估值影响很小，而对桩的

失效概率的预估值不产生影响。这是因为所研究的

桩的承载能力基本上是由桩顶附近地基的侧向弹性

模量和最大反力决定的。 

≤ ≤ 

≤ 

≤ 

≤ 

≤ 
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图 7  相关性对失效概率的影响 ds = 0.1 (m) ms=200 (kN·m) 
Fig.7  Effect of the correlation on the probability of failure 

ds = 0.1 (m) and ms=200 (kN·m) 
 

 
图 8  相关性对失效概率的影响 ds = 0.12 (m) ms=210 (kN· m) 
Fig.8  Effect of the correlation on the probability of failure 

ds = 0.12 (m) and ms=210 (kN·m) 
 
3.2  考虑概率分布参量的不确定性的分析结果 

为了研究概率分布参量的不确定性对失效概率

预估的影响，我们对上面所讨论的桩进一步进行可

靠性分析。将表 1 中所列的各个统计数据作为独立

的对数正态分布随机变量。 
让 X 代表 k0, kh, pult0和ult中的任意一个变量，

其均值及标准差分别用符号 mX和X表示。考虑 mX

或X 为不确定值，其均值为 mX 或X，其变异系数

分别为 vmx或 vx。mX和X的偏态系数为零。 
用一阶可靠性方法结合点估计法（参看式(8)）

对不同的vmx可得到不同的失效概率，结果见图9，
10。图6a的结果显示：考虑位移准则时k0和pult0的均

值的不确定性对预估失效概率有一定影响。如果考

虑kh和ult的均值的变异系数小于或等于0.3，所得

的结果与不考虑随机变量均值的不确定性得到的失

效概率曲线在图中无法区分。换句话说，即kh和ult

的均值的不确定性对失效概率的影响可忽略不计。 
图 6b 显示了考虑最大弯矩准则所得的结果。结

果同样表明：考虑 k0和 pult0的均值的不确定性对预

估失效概率有一定影响。而kh 和ult 的均值的不确

定性对失效概率的影响可忽略不计。 
类似可进行考虑 k0, kh, pult0和ult的标准差的不

确定性对失效概率的影响，考虑标准差的变异系数

小于或等于 0.3，所得结果与没有考虑分布参数的不

确定性基本一致，因此，没有在绘于图中。 

 
图 9  随机变量均值的不确定性对失效概率的影响 

（基于桩顶位移准则） 
Fig.9  Effect of the uncertainty in the mean on the 

probability of failure (Based on the pile head displacement) 
 

 
图 10  随机变量均值的不确定性对失效概率的影响 

（基于最大弯矩准则） 
Fig.10  Effect of the uncertainty in the mean on the 

probability of failure (Based on maximum bending moment) 
 

4  结 论 

考虑基桩本身、土体材料及所受荷载的不确定

性，本文对基桩的可靠性分析给出了计算步骤。同

时，还提出了在考虑概率分布参量的不确定性时进

行基桩可靠性计算的简单方法。应用给出的计算方

法得到的结果表明：在失效概率相对较低的情况下，

水平荷载下基桩的失效概率与随机变量的分布类型

假定有较大关系。影响失效概率的最重要因素是水

平荷载的不确定性、桩周土的侧向弹性模量和最大

反力。其它不确定性变量对桩的失效概率影响很小。

算例结果还显示，随机变量分布参量的不确定性只

会对桩的失效概率产生较小的影响。 
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